1 MATEMATICKO - FYZIKALNI MODEL ULOHY
USTALENEHO PROUDENTI

Cast I
Hydrogeologicky model

1 Matematicko - fyzikalni model ulohy ustale-
ného proudéni

V této casti nejprve shrneme matematicky popis sledovanych procesti. Proudéni
podzemni vody je popsano Darcyho zakonem, ktery zapiSeme ve tvaru:
T

u=-KV(p+z); p=——j;
Py

a rovnici kontinuity, ktera pro nasycené prostiedi ma tvar
V-u=0

zde u oznacuje filtra¢ni rychlost, p tlakovou vysku, 7 oznacuje dynamickou
slozku tlaku, p je hustota vody a g gravitacni konstanta. K oznacuje tenzor
hydraulické propustnosti, o kterém predpokladame, ze ma diagonalni tvar a tedy
nenulové souradnice jsou pouze K., K, a K_..

Na hrani¢nich plochach oblasti jsou pfedepsany okrajové podminky. Na ¢éas-
tech hranice zadanych povrchem terénu jsou zadany Dirichletovy okrajové pod-
minky ve tvaru

pP=Dpp
kde pp oznacuje tlakovou vysku podzemni vody. Na ¢astech hranice 'y souse-
dicich vesmés s vrstvami velmi malou hydraulickou propustnosti, jsou zadany
Neumannovy okrajové podminky ve tvaru

u-n=uy

kde n oznacuje jednotkovy vektor vnéjsi normély a skalarni funkce uy oznacuje
tok vody hranici. Identifikace tohoto parametru bude predmétem variantnich
scénait. Konecné na zbyvajicich castech hranice 'y , na kterych je identifikace
okrajové podminky obtizna, pouzijeme Newtonovy okrajové podminky vyjadiu-
jici vztah mezi tokem a spadem tlakové vysky. Tento vztah mitizeme zapsat ve
tvaru:

u-n=o(p—pr)

kde o oznacuje koeficient pfechodu a pr je vnéjsi tlakova vyska. Identifikace
téchto parametr bude predmétem kalibrace modelu.
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1.1 Odvozeni slabého FeSeni

Oblast feseni oznac¢ime 2 a rozlozime do mnoha podoblasti - elementti. Systém
téchto podoblasti oznacime Ej,. Symbolem I' oznacime strukturu stén oddé-
lujicich jednotlivé podoblasti kromé té c¢asti, na které je zadana Dirichletova
okrajova podminka. Tato ¢ast je pak oznacena I'p. Dale budeme pozadovat,
aby stavové funkce vyjadrujici tlakové pole i pole filtra¢nich rychlosti spliovaly
ve slabém smyslu Darcyho zakon i rovnici kontinuity na kazdé takové podob-
lasti. Na struktufe ploch oddélujicich podoblasti pozadujeme splnéni podmi-
nek transmise - tedy podminek vyrovnané bilance vnéjsich tokt vystupujici
z priléhajicich elementti. Tenzor hydraulického odporu horninového prostiedi
ozna¢ime symbolem R (tedy R = K~!). Regenim tilohy podzemniho proudéni
nazveme trojici funkei u, p, A z prostoru W () = H(div; Q) x Ly(Q) x HY/?(T),
kde u vyjadiuje vektorovou funkci pole filtra¢nich rychlosti, p oznacuje skalarni
funkci tlakové vysky a A oznacCuje stopu tlakové vysky na sténach rozkladu I’
oblasti €2, které splnuji nasledujici rovnice

Z /Reue -vedV — Z (p°+2°) V- vedV+

6€Eh GEE}L €

Z / (p% + 2%¢) v - n®dS = — Z
denl’

/ (p% + 29¢) v® - n°dS
ecEy, eCE), deNl'p

Z/V-uegoed‘/zo

eckEy, €

Z / u® - np%dsS =0 (1.1)
deNl'g

ecky,
Z / u® - n°p%ds = Z / ulepuoeds
EEEh BEQFN eEEh BeﬁFN
Z / u® - n Iuaeds + Z / anpaeuaeds _ z / Uaep?euaeds
ecEy, deNl'p ecEy, deNl'p ecEy, deNl'p

pro libovolné trojice testovaci funkci v, ¢, u vybrané téz z prostoru W(Q) =
H(div; Q) x Ly(Q) x HY?(T). V integralni rovnicich ozna¢uji horni indexy re-
strikci funkci na uvedenou podoblast respektive jeji hranici.

Abychom zjednodusili zapisy rovnic pro dalsi Gpravy oznac¢ime integraly po-
moci zavorek. Pro skalarni souéin v prostoru L,(2) pouzijeme kulaté zavorky
a na hrani¢ni formu (tj. povrchové integraly) pouzijeme ostré zavorky. Potom
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muzeme vySe uvedené rovnice zapsat ve zjednoduseném tvaru (index u pfislus-
nych zavorek oznacuje oblast integrace a horni indexy u funkci oznacuji restrikci
této funkce na danou podoblast e respektive jeji hranici de).

Z (Reueﬂ Ve)e - Z ((pe + Ze) V- Ve)e+

ecEy, ecEy
D (W +2%) v naer = = ) (05 +27) v 0 aery,
ecEp e€Lp
Z (v ’ ue’goe)e =0
e€by,
Z <ue . n67 /~566>860I‘E =0 (12)
eEEy
Z <ue . ne’ ,u66>8eﬂl—‘N = Z <U?\7e, M66>860FN
ecE), ecEp
Z <u€ . ne;/iae>aemFT + Z <U)‘867,U86>8€WFT - Z <ap?pe,,uae>aemrT
ec k), e€bn ecbn

Tuto soustavu integrodiferencialnich rovnic budeme nyni diskretizovat a odvo-
dime soustavu linearnich rovnic.

1.2 Diskretizace modelu uzitim MH-FEM

Podoblasti rozdélujici zajmovy prostor budeme v dalSim textu nazyvat ele-
menty. Parametr diskretizace oznac¢ime h. Puvodni prostor vektorovych funkci
reprezentujici toky oznaceny vyse jako H(div; ©?) budeme dale aproximovat pro-
storem RT? | (E}), ktery je definovan jako linedrni obal kone¢né baze tvorené
po ¢astech linedrnimi funkcemi (linedrnimi na kazdém elementu e). Na zvolené
podoblasti e bude mit i-ta4 funkce nasledujici tvar

T — oy

e __ e e
vi=Fki |y—ay (1.3)

e

Na 3D podoblasti - simplexovém elementu - dostaneme ¢tyii takové funkce, na
2D podoblasti tvorené trojuhelnikem dostaneme t¥i funkce a na 1D podoblasti -
liniovém prvku dostaneme dvé takové funkce. Tyto funkce budou splnovat pod-
minku jednotkového toku kazdou ¢asti hranice Oe, kterd oddéluje dva sousedni
elementy. Tuto podminku vyjadiit nasledovné:

/f‘ Vf : Il; ds = 52‘]‘ (14)
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Zde f; oznacuje j-tou sténu elementu e a n; je jeho jednotkova vnéjsi normala,
0;; je Croneckertiv symbol. Mnozinu indexti vektorovych funkei oznacime I a jeji
mohutnost oznacime |I|.

Prostory Ly(Q) respektive H'/2(Q) budeme aproximovat pomoci prostort
MP°(E}) respektive M°(T'},) po &éstech konstantnich funkei, tedy konstantnich
funkci na kazdém elementu e € Ej respektive na kazdé sténé oddélujici dva
elementy f € I',.

Bazové funkce téchto prostori mizeme popsat nasledovné:

e J1L zeeni=e
soi<x>—{0 L (15)
uj<x>—{0 oy (16)

Nyni zavedeme nasledujici indexové oznaceni. Indexovou mnozinu vsech ele-
mentt oznacime J a jeji mohutnost ozna¢ime |.J| a koneéné indexovou mnozinu
vSsech mezielementovych i vnéjsich stén oznacime K a jeji mohutnost ozna-
¢ime |K|. Pro vnitini mezielementové stény budeme uZivat mnozinu indext
oznacenych symbolem Kg. A podobné pro vnéjsi stény, na kterych jsou za-
dany postupné Dirichletovy, Neumannovy respektive Newtonovy okrajové pod-
minky oznacime symboly Kp, Ky, K. Jejich mohutnosti oznacime analogicky
|Kp|,|Kn| a|Kr|. Tedy timto zptisobem mame identifikovany vsechny funkce,
které vystupuji v definici slabého feseni a nalezitosti jednotlivych funkei jednot-
livym elementiim jiz nemusime vyznacovat. Budeme to ¢init jen v pfipadech,
kdy chceme tuto skutecnost zvyraznit.

Priblizné feseni tlohy proudéni budeme hledat ve formé linearni kombinace
bazovych funkci, tedy ve tvaru:

u,(x) = Z U;vi(x)

pr(x) = Z Pip;(x) (1.7)
Mn(x) =D A (x)

Dosazenim uvedenych vztaht (1.7) do systému integralnich rovnic (1.3), odvo-
dime pro bazové testovaci funkce soustavu linearnich algebraickych rovnic.

Oznacime-li Afj = (R®v;, v;)., dostaneme blokovou matici A°, jejiz prvky
jsou nenulové pouze tehdy, jsou-li zvolené indexy i, 7 indexy vektorovych funkci,
jejichz defini¢nim oborem je element e.
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Déle oznacime B, = —(¢;, V - v;). dostaneme blokovou matici B®, jejiz
prvky jsou opét nenulové jediné tehdy, kdyz funkce ¢; a v; maji definiéni obor
element e. V tomto pripadé bude B;; = —1. To plyne z definice funkce ¢; viz
(1.5) a z vlastnosti vektorové funkce vj viz (1.4). V ostatnich pfipadech bude
souradnice rovna nule.

Koneéné oznacime Cf’f = (i, vj - Ny, dostaneme blokovou matici Coe,
jejiz prvky jsou opét nenulové jediné tehdy, kdyz funkce p; mé definiéni obor na
sténé f elementu e a v; ma defini¢ni obor na elementu e a realizuje jednotkovy
pfetok sténou f. V tomto pripadé bude C;; = 1. Plyne to z definice funkce
p; viz (1.6) a z vlastnosti vektorové funkce v; viz (1.4). V ostatnich pfipadech
bude soufadnice C;; rovna nule.

Obdobné vypocteme i subvektory pravé strany, které zavisi na zadanych
okrajovych podminkéach.

V uvedené interpretaci lze soustavu (1.2) zapsat ve tvaru linedrnich alge-
braickych rovnic:

A B C U ap
BT o o][P]|=|o0 (1.8)
CT 0T A qr

Nyni probereme vypocet jednotlivych souradnic jesté podrobnéji.

1.3 Algoritmus vypoc¢tu diskrétni soustavy

Nejprve vypocteme prvky bloku A€. Ten se sestava z diagonalnich blokt, jejichz
rozmér je dan dimenzi prostoru vektorovych funkci definovanych na elementu.
Tato dimenze je ddna poctem stén 3D prvku, poc¢tem hran 2D prvku, u liniovych
prvki je rozmér tohoto bloku vzdy 2 x 2. U simplexovych prvki je rozmeér bloku
Ac pro 3D prvky (Gtyfstény) 4 x4 a pro 2D prvky - trojihelniky 3 x 3. Jednotlivé
soutfadnice jsou dany vztahem:

(A, = / WeT R [vE] dV = (1.9)
T —ajy;
:kfkj/(x—ozfi Yy —as, z—agi) R¢ Y — as; dV
e z — agj

Blok A je blokové diagonalni matice, jejiz diagonalni bloky jsou tvofeny lo-
kalnimi bloky A®; j € J. Tedy strukturu bloku A lze znazornit nasledujicim

schématem:
A% 0

A= (1.10)
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Snadno vypoéteme a sestavime blok B, jehoz rozmér je |I| x |J|. Tento blok
se sestava z diagonalnich subblokii o rozmérech 4 x 1 pro ¢tyfstén, 3 x 1 pro
trojihelnik a 2 x 1 pro tsecku (liniovy prvek). Na zdkladé definice jednotli-
vych soufadnic subbloku a vlastnosti vektorovych funkci dané vztahem (1.4)
odvodime:

—/¢€V~V§dV=—/V-V§dV:—1 (1.11)
j -1 ~1
Tedy B® = _1 | pro Ctyrstén, B¢ = | —1 | pro trojuhelnik a B¢ = (_1)
-1
-1

pro usecku.
Strukturu bloku B lze znézornit schématem:

B 0
B = (1.12)

0 BeV

Blok C ma rozmér |/| x| K|, kde K oznacuje indexovou mnozinu vSech vnitinich
stén a okrajovych stén, na nichZ neni zadana Dirichletova okrajovd podminka
(pro 3D sif) respektive indexovou mnozinu vSech vnitinich hran a hran, na nichz
neni zadana Dirichletova okrajovad podminka (pro 2D sit) respektive kone¢né in-
dexovou mnozinu vSech vnitinich uzl a okrajovych uzld, na nichz neni zadana
Dirichletova okrajova podminka (pro 1D sit). U sité slozené ze ¢tyfstént kazdy
sloupec reprezentuje jednu sténu. Pokud se jedna o vnitini sténu, bude sloupec
obsazen pravé dvéma jednickama na pozicich, které odpovidaji indextim béazo-
vych vektorovych funkci, které realizuji jednotkovy tok pravé touto sténou. Na
ostatnich pozicich tohoto sloupce budou nuly. Jedna-li se okrajovou sténu, bude
ve sloupci pouze jedna jednicka na pozici indexu bazové funkce, ktera definuje
jednotkovy tok zminénou sténou. Podobné je tomu i u puklinové sité slozené
z trojihelnikt respektive liniové sité slozené z tsecek. Rozdil je pouze v tom,
ze vnitini hrany mohou ve 3D prostoru sousedit s vice prvky, jak ukazuje ob-
razek 1. Proto ve sloupcich odpovidajicich uvedenym vnitinim hranam nebo
uzlim muze byt i vice jednicek nez dvé.

Rozdélime indexovou mnozinu K do dvou podmnozin K = K° U K? vniti-
nich a okrajovych stén, na kterych neni zadana Dirichletova okrajova podminka.
Potom mtizeme matici C znazornit schématem:

C- (%0 ga) (1.13)
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Obrazek 1: Sousednost puklinové sité ve 3D

Konecéné blok T ma rozmér |K| x |K| a je diagonéalni. Uzijeme-li zavedenou
symboliku, mtizeme blok T znazornit

T = (g Toa) (1.14)

Na diagonale vnitinich stén je nula, stejné tak jako na pozicich okrajovych
stén, na kterych je zaddna Neumannova okrajova podminka. Na diagonélnich
pozicich, které nalezi okrajovym sténam s Newtonovou okrajovou podminkou,
jsou odpovidajici prechodové koeficienty se zapornym znamenim. Tedy na k-té
,Newtonove“ sténé je Cislo —o. S, kde Sj, oznacuje plochu k-té stény.

Na pravé strané soustavy (1.8) jsou dva subvektory g¢p,gr. Subvektor ¢p
zadava do soustavy vliv Dirichletovych okrajovych podminek. Na j-té pozici
tohoto subvektoru je ¢islo vypoctené ze vztahu

lap); = -2} — P}, (1.15)

Zde ptipominame, Ze ve vztahu (1.15) symbol Z3 vyjadfuje t&7isté j-té stény
a symbol Plj) je hodnota Dirichletovy okrajové podminky na j-té sténé.

Subvektor gr zadava do soustavy vliv Neumanovy respektive Newtonovy
okrajovych podminek. Na k-té sténé zadana Neumannova okrajovd podminka,
bude na k-té pozici tohoto subvektoru cislo

lar], = Ux (1.16)

kde U% zad4avd hodnotu vnéjstho toku na této sténé. Pokud je na k-té sténé
zadana Newtonova okrajova podminka, dosadime na k-tou soutadnici ¢islo

kde o0, zaddva koeficient pfechodu na této sténé, Pk zaddvd hodnotu tlakové
vysky na této sténé€ a Sy oznacuje plochu k-té stény. .
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2 Kombinovany model - propojeni prvku ruiz-
nych dimenzi

V této kapitole se budeme vénovat stavbé modelt pro feseni hydrogeologické
situace v redlnych horninovych formacich. Realné horninové utvary mohou byt
a obvykle byvaji velmi heterogenni svymi geofyzikalnimi a geochemickymi vlast-
nostmi a tedy i hydrogeologickymi vlastnostmi. Podzemni voda proudi nejen
rozsahlymi bloky sedimenti, ale i bloky porusenych graniti, rul a dalsich hornin.
Vsechny typy hornin jsou obvykle dale porusené tektonickou ¢innosti a mohou
tedy obsahovat mnozstvi puklinovych zon, které vyznamné méni hydrogeologic-
kou situaci ve srovnani s pfedstavou proudéni v homogenizovanych horninovych
blocich. Tedy realna situace vyzaduje aplikaci prvka s riznymi hydrogeologic-
kymi vlastnosti. Proto tato kapitola popisuje stavbu modeld, které vyuzivaji
jak 3D bloky horniny vzajemné oddélené jednotlivymi hydraulicky vyznamnymi
puklinami nebo dokonce 2D prvky predstavujici vlastnosti tizkych puklinovych
zon.

Je tfeba pripomenout, Ze vyznamnou heterogenitu horninového prostredi lze
casteCné Tesit i pouzitim velmi heterogenni sité obsahujici pouze rizné veliké 3D
prvky s vyraznymi zménami hydraulické propustnosti. Takovéto feSeni 1ze vni-
mat jako ndhradni, nebot generuje celou fadu problému spojenych s regularitou
sité, Spatnou podminénosti vyslednych soustav a tim i s omezenym rozsahem
(ve smyslu poctu prvki) feSenych uloh.

Problém stavby modelu pouzivajiciho prvky rtzné dimenze (déle nazyvané
kombinované modely proudéni) budeme fesit v nékolika verzich. Pokud je ge-
ometrie heterogenniho horninového prostiedi ,,jednoducha”, doporucujeme po-
uzit kombinovany model s kompatibilni konfiguraci. Tedy model, ve kterém
jsou 2D prvky soucasné délicimi sténami 3D prvka. V komplikovaném geolo-
gickém prostfedi mize byt piiprava kompatibilni sité problematicka, je proto
vhodnéjsi pouzit nekompatibilni verzi modelu, kdy v zajmovém horninovém
prostiedi ptsobi do jisté miry nezavisle 3 systémy prenésejici podzemni vodu
- jednak porézni 3D bloky, dale 2D puklinovou siti tektonickych poruch a ko-
necné i liniovou siti 1D prvka (mohou reprezentovat sit tuneltt apod.). Tyto
ti sité mohou piisobit jak nezavisle, tak mohou byt propojeny vazbami defi-
nujicimi podminky pfechodu podzemni vody mezi uvedenymi druhy systémi.
Tyto vazby jsou soucasné i parametry kalibrace kombinovaného modelu. Oba
uvedené pristupy budeme vyuzivat pro stavbu jak ustalenych tak i neustalenych
rezimd proudéni.
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2.1 Kombinovany model - ustalené proudéni

V predchazejici kapitole jsme odvodili model pro ustalené proudéni zalozeny na
smisené hybridni formulaci tllohy. Ptritom celé odvozeni je platné pro simplexové
prvky vSech dimenzi. Tedy formalné mizeme stavovou matici pro liniovy systém
zapsat ve tvaru

A, ... 0 B, ... 0
. E . . Cl
0 Aj L 0 B, 1 A, B, C
B! 0 =|BT 0o o (2.1)
: 0 0 CT 0 T,
T
CT 0 T,

Pro tento pfipad jsou blokové matice A; reprezentovany bloky 2 x 2, nebot na
kazdém prvku jsou definovany dvé vektorové funkce reprezentujici jednotkové
Hliniové” vnéjsi toky. V piipadé napojeni takového to systému na systém vyssi
dimenze bude nutné dat témto velicinam odpovidajici fyzikalni rozmér. Bloky
B, jsou reprezentovany vektorem 2 x 1 , jehoz soufadnice jsou rovny —1. Ko-
necné submatice C; je tvofena 2 |[;| fadky a |K;| sloupci. V kazdém sloupci,
ktery nalezi délicimu ,,vnitinimu®“ uzlu jsou dvé nebo vice jednic¢ek. Pocet jed-
nicek je dan poctem elementi, ktery dany uzel oddéluje. Jednicky jsou pak na
téch tadcich, které odpovidaji oddélovanym elementtim a lokalnimu ¢islovani
daného uzlu v daném koincidujicim elementu. U ,vnéjsich® uzli je ve sloupci
pravé jedna jednicka na misté prislusného koincidujiciho elementu a pozici od-
povidajici lokalnimu ¢islovani tohoto uzlu v elementu. ,,Vnéjsi“ uzly, ve kterych
je zadana Dirichletova okrajova podminka nemaji v bloku C; sviij sloupec, ne-
bot jsou soucasti pravé strany, tedy vektoru qp;. Podobné miZzeme stavovou
matici pro puklinovy systém zapsat ve tvaru

Ay ... 0 B, ... 0
0 Al 0 B,/ , A, B, C,
BT 0 =B 0 0 (2.2)
SN 0 0 C; 0 T,
T
O ":I‘ BJ 2
C1 0 T,

V tomto ptipadé jsou blokové matice A; reprezentovany bloky 3 x 3, nebot na
kazdém prvku jsou definovany tii vektorové funkce reprezentujici jednotkové
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,plosné“ vnéjsi toky. I v pfipadé napojeni puklinového systému na systém 3D
prvki bude nutné dat témto velicindm odpovidajici fyzikalni rozmér. Bloky B
jsou reprezentovany vektorem 3 x 1 , jehoz soufadnice jsou rovny —1. Konecné
submatice Cj je tvofena 3 |[5| fadky a |K,| sloupci. V kazdém sloupci, ktery
nalezi délici ,,vnit¥ni“ hrané jsou dvé nebo vice jednicek. Pocet jednicek je dan
poctem elementi, ktery dand hrana oddéluje. Jednicky jsou pak na téch rad-
cich, které odpovidaji oddélovanym elementiim a lokalnimu ¢islovani dané hrany
v daném koincidujicim elementu. U ,vnéjsich® hran je ve sloupci pravé jedna
jednicka na misté prislusného koincidujiciho elementu a pozici odpovidajici lo-
kadlnimu cislovani této hrany v elementu. ,Vnéjsi“ hrany, ve kterych je zadana
Dirichletova okrajovd podminka nemaji v bloku C, sviij sloupec, nebot jsou
soucasti pravé strany, tedy vektoru qpo.

Konecéné miiZzeme i stavovou matici pro objemovy 3D systém zapsat ve for-
malnim tvaru

A, ... 0 B, ... 0
. S . . C3
0 As), 0 B,/, A; B; C,
B’ 0 —|BT 0 o] (23
ST 0 0 C; 0 T,
T

0o - BT/,

cT 0 Ty

V tomto pripadé jsou blokové matice A; pro simplexové prvky reprezentovany
bloky 4 x 4, nebot na kazdém prvku jsou definovany Ctyfi vektorové funkce re-
prezentujici jednotkové objemové” vnéjsi toky. Pokud na tento systém budeme
napojovat systémy nizsi dimenze, musi byt puklinové a liniové toky rozmeérove
upraveny tak, aby odpovidaly tokiim objemovym. Bloky B; jsou reprezento-
vany vektorem 4 x 1 , jehoz soufadnice jsou rovny —1. Konecné submatice Cs
je tvofena 4 |I3]| fadky a |K3| sloupci. V kazdém sloupci, ktery nélezi délici
,vnitini“ sténé jsou pravé dvé jednicky, protoze v tomto pripadé kazda sténa
oddéluje prave dva elementy. Jednicky jsou na téch radcich, které odpovidaji od-
délovanym elementiim a lokalnimu ¢islovani dané stény v daném koincidujicim
elementu. U ,vnéjsich® stén je ve sloupci pravé jedna jednicka na misté pri-
slusného koincidujiciho elementu a pozici odpovidajici lokdlnimu ¢islovani této
stény v elementu. ,,Vnéjsi“ stény, na kterych je zadana Dirichletova okrajova
podminka nemaji v bloku Cjz sviij sloupec, nebot jsou soucésti pravé strany,
tedy vektoru qps.

Nyni popiseme zptisob napojeni 3D a 2D prvki. Situace je znazornéna na
obrazku 2. Nechf mezi dva objemové prvky je vloZena sténa, kterd je soucasti
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puklinové sité a muze tedy odvadét ¢ast podzemni vody do propojeného systému
puklin nebo naopak pfivadét vodu do objemovych prvkii.

N
/

Obrazek 2: Napojeni 3D a 2D prvki

To, jakym zpiisobem budou tyto prvky mezi sebou komunikovat, zavisi na
ze pokud na sebe dva objemové prvky pfimo navazovaly, tvofila spole¢nd sténa
oddélujici sténu, na které byla vypoctena jedna tlakova vyska. Pokud mezi
sténami je umistén puklinovy prvek, potom jsou ptivodni stény okrajové a tedy
samostatné a mohou na nich byt rozdilné tlakové vysky. Necht tedy na sténach
objemovych prvki je tlakova vyska dana hodnotami \; respektive Ao a mezi
nimi lezi puklinovy prvek, jehoz tlakova vyska v tézisti je dana hodnotou p,
necht dale mezi prvnim objemovym prvkem a prvkem puklinovym je pfechodovy
stav charakterizovan hodnotou o; a mezi druhym objemovym prvkem a prvkem
puklinovym je prechodovy stav charakterizovan hodnotou oy. Potom okrajové
podminky na sledovaném rozhrani mtizeme vyjadrit ve tvaru:

u;-ny; =01 (A —p); uz-ng=oy(X—p) (2.4)

Tyto podminky vytvori modifikace v ptivodné odvozenych soustavach pro sit
objemovych prvku a puklinovou sit, které jsme zapsali do jedné kombinované
soustavy. Pritom nejprve musime modifikovat ptivodni soustavu pro puklinovou
sit tim, Ze jednotlivé blokové lokalni matice piislusné jednotlivym elementtim
nasobime rozevienim. Tedy parametrem d°. Pfitom dbame, aby byla ziejmé
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korelace mezi parametrem rozevieni a hydraulickou propustnosti kazdého ele-
mentu. Tedy d = || K%||. Tato uprava je formalné znézornéna horni vinovkou.

As B, CI 0 0 0

B 0 o 0 0 0

cit o T 0 t3 O (2.5)
00 O Ay By Cy '
0 0 ts B;T df o

00 0 c;T 0 Ty

Soustava je navic doplnéna o propojujici bloky to3 respektive ts3,, pfi¢emz snadno
z odvozen{ uvidime, Ze bude platit symetrie celé soustavy, specielng, 7e to3 = t,.
Dale jsou upraveny bloky Cs3 a T3. VSechny naznacené upravy jsou symetrické
a nyni tyto Upravy popiSeme. V puvodni soustavé odpovidajici 3D siti jsou
sousedni prvky oddéleny jednou sténou. Pokud se mezi tyto prvky zaradi pukli-
novy prvek, potom se z ptivodnich vnitinich objemovych prvk stavaji prvky
okrajové ve vztahu k 3D siti a komunikuji pouze s prvkem puklinovym. Tedy
predpokladejme, ze k této situaci doslo na k-té sténé oddélujici iy a is obje-
movy prvek. Potom se ptivodni k-ty sloupec bloku Cj rozdéli na dva sloupce
ki a ko , které budou mit v uvedeném bloku jiz pouze jednu jednicku (nélezici
prislusné pozici stény 7;-niho respektive is-hého prvku. A pochopitelné i k-ty
fadek matice CI se rozdéli na dva fadky, které maji v prislusnych pozicich bloku
C? prévé jednu jednicku. Uvedenym rozsifenim bloktt C3 a C% dojde soudasné
i k rozsiteni bloku T3 , ktery mél na ptivodni k-té soufadnici na diagonéle nulu.
Nyni na ¢tyfech vzniklych pozicich budou nésledujici hodnoty

[T3]k1k1 = —0n [T3]k2k2 = —02 [T3]k1k2 =0; [T3]k2k1 =0, (2.6)

coz snadno ziskdme tpravou vztahu (2.4). Navic do levého sousediciho bloku,
ktery byl ptivodné nulovy, pfibude nenulovy ptispévek do bloku ts3. Ma-li pukli-
novy prvek index j, pak v bloku ta3 budou nésledujici nenulové soutadnice:

[t2s]y,; = o1; [tas]y,; = oo (2.7)

Touto upravou jsme do modelu zahrnuli skutecnost, ze ze 3D blokt mize byt
¢ast vody odvadéna vlozenou puklinou. Nyni musime tuto skutecnost zahrnout
i do druhého, to je puklinového systému. Uvedené vnéjsi pfetoky z objemového
systému tvoii v j-tém puklinovém elementu zdroj. Tento zdroj se promitne do
stfedni blokové ¢asti puklinového systému nasledujicim zptisobem:
Na j-ty tadek bloku tzs do pozic ki a ko sloupce zapiseme hodnoty o
respektive oy. Tedy
[ta2] 4, = 015 [ts2], = 0o (2.8)
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A tedy ta3 = t3,. Déle na j-tou diagondlni pozici bloku df zapiseme hodnotu
—01 — O09.

[dﬂ L —01 — 03. (2.9)

Tim je propojeni objemovych a puklinovych prvka dokonceno.

Nyni popiseme zptisob napojeni 2D a 1D prvki. Situace je znazornéna na
obrézku 3. Necht mezi dva puklinové prvky je vloZena hrana, kterd je soucasti
liniové sité a mize tedy odvadét ¢ast podzemni vody do propojeného systému
liniovych prvkt nebo naopak pfivadét vodu do puklinového systému.

% e

H_H

; g
Obréazek 3: Napojeni 2D a 1D prvki

To, jakym zptsobem budou tyto prvky mezi sebou komunikovat, zavisi
vazujicich hran. Je-li mezi hranami umistén liniovy prvek, potom jsou piivodni
hrany okrajové a mohou na nich byt rozdilné tlakové vysky. Necht tedy na hra-
nach puklinovych prvki je tlakova vyska dana hodnotami Ay, Ao, ..., A\, a mezi
nimi lezi liniovy prvek, jehoz tlakova vyska v t&zisti je dana hodnotou p, necht
déle mezi prvnim puklinovym prvkem a prvkem liniovym je prechodovy stav
charakterizovan hodnotou o, mezi druhym puklinovym prvkem a prvkem lini-
ovym je prechodovy stav charakterizovan hodnotou oy a tak dale. Tedy mezi
m-~tym puklinovym prvkem a prvkem liniovym je prechodovy stav charakterizo-
van hodnotou o,,. Potom okrajové podminky na sledovaném rozhrani mizeme
vyjadrit ve tvaru :

up'ng =01 (M —p); uzng =03 —p); ...; W0y, =0, (Ay —p). (2.10)
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Tyto podminky vytvori modifikace v ptivodné odvozenych soustavach pro sif
puklinovych a liniovych prvki, které jsme zapsali do jedné kombinované sou-
stavy. Nyni musime modifikovat ptuvodni soustavu pro puklinovou i liniovou
sit. Jednotlivé blokové lokalni matice prislusné jednotlivym elementtim pukli-
nové sit€ nasobime rozevienim. Tedy parametrem d{. Podobné upravime i sou-
stavu odvozenou ze systému liniovych prvki. Jednotlivé blokové lokalni matice
prislusné jednotlivym elementtim liniové sité nasobime plochou prirezu. Tedy
parametrem d5. Opét dbame na korelaci mezi parametry rozevieni a prifezu
a piislusnou hodnotou hydraulické propustnosti, tedy df ~ ||K5||; d5 ~ ||KS]||.
Tato uprava je formalné znazornéna horni vlnovkou.

A; By Cy 0 0 0

B;T 0 0 0 0 O

c;T o Ty 0 tio O (2.11)
00 O Ay By Cp '
0 0 ty B;T df o0
00 O ;T o0 Ty

Soustava je navic doplnéna o propojujici bloky t15 respektive to1, pfi¢emz snadno
z odvozen{ uvidime, Ze bude platit symetrie celé soustavy, specielng, 7e t1, = t,.
Déle jsou upraveny bloky C3 a T3. VSechny naznacené tpravy jsou symetrické
a nyni tyto tpravy popiseme. V pivodni soustavé odpovidajici 2D siti jsou sou-
sedni prvky oddéleny jednou hranou. Pokud se mezi tyto prvky zaradi liniovy
prvek, potom se z ptivodnich vnitinich puklinovych prvki stavaji prvky okrajové
ve vztahu k 2D siti a komunikuji pouze s prvkem liniovym, ktery je oddéluje.
Predpokladejme, ze k této situaci doslo na k-té hrané oddélujici iy, 1o, ..., in
puklinovy prvek. Potom se piivodni k-ty sloupec bloku C3 obsahujici celkem m
nenulovych soufadnic rozdéli na celkem m sloupct ky, ko, . . ., k,,, které budou
mit v uvedeném bloku jiz pouze jednu nenulovou hodnotu (nalezici pfislusné
pozici stény i;-niho, is-hého, ..., i,,-tého prvku. A pochopitelné i k-ty radek
matice C3T se rozdéli na celkem m fadki, které maji v piislusnych pozicich
bloku C5T pravé jednu nenulovou hodnotu. Uvedenym rozsifenim blokt C3
a C3T dojde soucasné i k rozsiteni bloku T3 , ktery mél na plivodni k-té sou-
fadnici na diagonale nulu. Nyni v uvedené matici vznikne celkem m x m novych
pozic. Na mimodiagonalnich pozicich budou nuly a na diagonélnich vznikljch
pozicich budou nasledujici hodnoty:

[T;]klkl = —0151; [TzN]kaQ = —025; .. [TN]k Em —OmSm,; (2.12)

coz snadno ziskdme tpravou vztahu (2.10). Navic do levého sousediciho bloku,
ktery byl ptivodné nulovy, pfibude nenulovy ptispévek do bloku ti5. Méa-li lini-
ovy prvek index 7, pak v bloku ti5 budou nasledujici nenulové soutadnice:

[tlﬂklj = 0'181; [t12]k = O'QSQ; ey [t12] = O-mSm- (213)

2] kmj
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Touto dpravou jsme do modelu zahrnuli skutecnost, ze ze 2D blokdl mtze byt
¢ast vody odvadéna vlozenym liniovym prvkem. Nyni musime tuto skutecnost
zahrnout i do liniového systému. Uvedené vnéjsi pretoky z puklinového sys-
tému tvofi v j-tém liniovém elementu zdroj. Tento zdroj se promitne do stfedni
blokové c¢asti liniového systému néasledujicim zpiisobem:

Na j-ty tadek bloku to; do pozic ki, ke, ..., k,, sloupci zapiseme hodnoty
01,09, ...,0m,. Tedy

[tZI]jkl = 0'151; [t21]jk2 = 0'252; ey [tzl]jkm = O'mSm. (214)

A tedy ty; = t2,. Déle na j-tou diagonélni pozici bloku dfE zapiseme zapornou
hodnotu souc¢tu oy, 09, ..., 0, nasobené velikosti plochy prislusné stény.

[dﬂjj - —Em:o—ksk. (2.15)
k=1

Neékterych situacich je vhodné mit i model, ktery propojuje 3D prvky a 1D
prvky. Napriklad jsou-li v horninovém prostiedi budovany systémy tunelt nebo
vrtl. Pro tento piipad odvodime pro navzajem komunikujici systémy nasledujici
slozenou soustavu rovnic. Vyznam jednotlivych blokt byl vysvétlen vyse.

A; B; C; 0 0 O 0 0 O
BY D3 0 0 0 O 0 0 O
CI 0 T; 0 ta3 O 0 ti3 t13
00 O A, B, C, 0 0 O
0 0 t3 B D, o 0 0 O
00 O CT o T, 0 tip O
0 0 O 00 O A, B; C;
0 0 O 0 0 ti2 Bf D, o
0 t3; t31 00 O CIT o T,

Tato tplna komunikace prvkd vsech dimenzi je zde uvedena pro uplnost
vykladi. Ve zvolené aplikaci se vyskytuji pouze 3D a 2D prvky. Proto matice
pro jednotlivé varianty budou mit tvar viz 2.5 .
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